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Zusammenfassung
Ziel dieser Arbeit ist es, das physikalische Problem der Bestimmung der Gestalt der
Fl

ussigkeitsober

acher bei der Ausbreitung von Wasserwellen durch zellularen Automa-
ten zu modellieren und anschlieend die Ergebnisse durch Computerprogramme graphisch
darzustellen.
F

ur eindimensionale Wellen wird die Ober

ache durch einen einfachen zellularen Auto-
maten modelliert. Durch Erweiterung des Automaten um eine Ged

achtnisfunktion kann
die Interaktion zwischen zwei Wellen einfacher Gestalt (Solitonen) bzw. zwischen einer
solchen Welle und einem reektierenden Rand modelliert werden.
In Anhang werden Hinweise zur Berechnung einer speziellen zweidimensionalen Wellen-
form mit Mathematica gegeben.
Abstract
We concider cellular automata to describe the surface of waterwaves. This description will
be used in computer graphics.
Simple cellular automata decribe the surface in the case of onedimensional waves. Intro-
ducing a memory eect we also obtain results about the interaction of two solitone waves
and about the reection of a solitone wave at the boundary.
The Apendix contains hints about the computation of a special twodimensional wave
using Mathematica.
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1 ZELLULARE AUTOMATEN 3
1 Zellulare Automaten
Die Theorie der zellularen Automaten wird als bekannt vorausgesetzt. In diesem Zusam-
menhang sei auf das Buch von R.Vollmar [1] verwiesen.
2 Einf

uhrende Bemerkungen zum Wellenbegri
Im folgenden soll das Problem der Wellenausbreitung auf der Ober

ache einer
Fl

ussigkeit, z. B. Wasser, untersucht werden. Die Ober

ache ist eben und waagerecht,
falls sich die Fl

ussigkeit unter dem Einu allein der Schwerkraft im Gleichgewicht ben-
det. Wenn die Ober

ache jetzt
"
gest

ort\ wird, indem z.B. ein Stein aus einer bestimmten
H

ohe senkrecht in das Wasser f

allt, dann entsteht eine Fl

ussigkeitsstr

omung, die sich

uber
die ganze Ober

ache in Form von Wellen ausbreitet. Dieser Eekt ist aus der Natur bei
Wasserwellen bekannt. Da diese Wellen unter der Einwirkung des Erdschwerefeldes ste-
hen, nennt man sie h

aug Schwerewellen.
In diesem Kapitel soll nun skizziert werden, warum und wie sich die Fl

ussigkeitselemente
bewegen. Als Quelle und weiterf

uhrende Literatur sei auf ein Buch von W. Greiner und
H. Stock [2] verwiesen.
2.1 Die Eulersche Gleichung der Hydrodynamik
F

ur das Folgende wird vorausgesetzt, da es sich um ideale
1
, incompressible Fl

ussigkeiten
handelt. Mit der aus der Hydromechanik bekannten Herleitung erh

alt man folgende lokale
Aussage:
f
@~v
@t
+ (~v 
~
5)~vg = 
~
f   grad p: (1)
( Dichte, ~v Geschwindigkeit,
~
f Volumenkraft, p Druck )
dabei wurde sinnvollerweise
d~v
dt
=
@~v
@t
+(~v 
~
5)~v angenommen. Gleichung (1) ist eine nicht-
lineare Bewegungsgleichung f

ur Fl

ussigkeiten und stammt von L. Euler, weswegen sie
auch oft Eulersche Gleichung genannt wird. Als eine der Grundgleichungen der Hydrody-
namik ist sie jedoch in dieser Form auf ideale Fl

ussigkeiten beschr

ankt.
F

ur die Betrachtungen in dieser Arbeit reicht es aus, solche Schwerewellen zu untersu-
chen, bei denen die Geschwindigkeiten so klein sind, so da man den nichtlinearen Term
(~v  div )~v in der Eulerschen Gleichung neben
@~v
@t
vernachl

assigen kann. Dies bedeutet, da
1
Das heit, Reibungs- und W

armeleitungseekte werden vernachl

assigt.
2 EINF

UHRENDE BEMERKUNGEN ZUM WELLENBEGRIFF 4
die Wellenl

ange in diesem Fall als sehr gro gegen

uber der Wellenamplitude a angesehen
wird.
Unter dieser Bedingung vereinfacht man nun die Eulersche Gleichung (1) und ersetzt
~
f
durch  grad (gz). F

ur eine inkompressible
2
Fl

ussigkeit folgt damit:
@~v
@t
=  grad (gz)  
1

grad p =  grad (gz +
p

) (2)
( die ruhende Fl

ussigkeitsober

ache sei in der xy-Ebene, z zeige nach oben).
Im weiteren reicht es aus, wenn man eine wirbelfreie Str

omung der Fl

ussigkeit annimmt,
die man auch Potentialstr

omung nennt. F

ur das Geschwindigkeitsfeld ~v gilt in diesem
Fall stets rot~v = 0. Anschaulich gesehen bedeutet dies, da in der Fl

ussigkeit keine
Wirbelf

aden oder -r

ohren vorhanden sind. Unter diesen Bedingungen kann man ein
Geschwindigkeitspotential
~
 f

ur ~v herleiten:
Mit ~v = grad
~
 ist rot grad
~
 = 0 stets erf

ullt (Gradientenfeld). Wenn man weiterhin
voraussetzt, da der Druck auf der Ober

ache konstant ist und ihn p
0
nennt, dann kann
man ein anderes Geschwindigkeitspotential  einf

uhren:
 =
~
 +
p
0

t: (3)
Das Feld ~v bleibt davon unver

andert. An der Ober

ache erh

alt man damit folgende ein-
fachere Gestalt:
(gz +
@
@t
)
p=p
0
= 0: (4)
Im weiteren wird nun die z-Koordinate der Ober

achenpunkte mit  = (x; y) bezeichnet.
Dadurch l

at sich jetzt die Ober

ache beschreiben. Man erh

alt:
g + (
@
@t
)
z=
= 0: (5)
Bei Annahme von kleinen Schwingungsamplituden nimmt auch  nur kleine Werte an.
N

aherungsweise kann deshalb weiterhin angenommenwerden, da die Vertikalkomponente
der Geschwindigkeit f

ur die Bewegung der Ober

achenpunkte einfach durch die Gleichung
v
z
=
@
@t
gegeben ist.
Andererseits wei man aber bereits, da v
z
=
@
@z
gilt. Also erh

alt man:
(
@
@z
)
z=
=
@
@t
: (6)
Gleichung (5) liefert nun:
 =  
1
g
(
@
@t
)
z=
: (7)
2
 = const:
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Dies in Gleichung (6) eingesetzt und umgestellt liefert:
(
@
@z
+
1
g
@
2

@t
2
)
z=
= 0: (8)
Damit hat man eine Randbedingung an der freien Fl

ussigkeitsober

ache.
Ohne weiteres kann nun in der N

aherung die Bedingung auch bei z = 0 statt z = 
angenommen werden. Unter der Annahme, da die Fl

ussigkeitsober

ache sehr gro ist,
so da die zus

atzlichen Bedingungen an den W

anden vorerst nicht ber

ucksichtigt werden
m

ussen, ist das Problem durch die folgenden zwei Gleichungen vollst

andig bestimmt:
 = 0;
(
@
@z
+
1
g
@
2

@t
2
)
z=
= 0:
(9)
Bemerkungen:
(1) Man beachte, da  = 0 gilt, weil von einer inkompressiblen
3
Fl

usssigkeit ausge-
gangen wurde, f

ur die sich die Kontinuit

atsgleichung
@
@t
+div(~v) = 0 auf div~v = 0
reduziert.
(2) Es ist sinnvoll, die L

osung auch von einer Bedingung am Boden unabh

angig zu
machen. Dies erreicht man, indem f

ur die endg

ultige L

osung noch vorausgesetzt
wird, da die Wellenl

ange gegen

uber der Tiefe der Fl

ussigkeit klein ist.
2.2 Beispiel f

ur eine L

osung des Systems
Man betrachte eine Welle, die in y-Richtung homogen ist und die sich in x-Richtung
fortpanzt. Es ist klar, da in einer solchen Welle alle Gr

oen von der y-Koordinate
unabh

angig sind. Man macht deshalb den folgenden Ansatz:
 = f(z) cos(kx  !t): (10)
Dabei ist ! = 2 die Kreisfrequenz der Welle, die mit der Schwingungsdauer T f

ur die
zeitliche

Anderung der Str

omung in einem festen Raumpunkt

uber die Beziehung T =
2
!
=
1

zusammenh

angt. Die Wellenzahl k ist mit der
Wellenl

ange 

uber die Beziehung  =
2
k
verkn

upft.  ist die Periode der

Anderung
der Str

omung entlang jeder Geraden, die zur x-Achse parallel ist, bez

uglich eines festen
Zeitpunktes.
Die Laplace-Gleichung aus (9) geht mit (10) in die folgende Form

uber:
f
00
(z)  k
2
f(z) =
d
2
f
dx
2
  k
2
f = 0: (11)
3
inkompressibel ,  = const )
@
@t
= 0 ^ div(~v) =  div~v
2 EINF

UHRENDE BEMERKUNGEN ZUM WELLENBEGRIFF 6
Diese gew

ohnliche Dierentialgleichung ist mit dem L

osungsansatz f = f(z) = e
z
leicht
l

osbar. Man erh

alt zwei unabh

angige L

osungen dieser Gleichung, und zwar A
1
e
kz
sowie
A
2
e
 kz
, aus denen sich alle m

oglichen L

osungen durch Linearkombination ermitteln lassen.
Allerdings ist zu bemerken, da mit zunehmender Wassertiefe
4
die L

osung f(z) = A
2
e
 kz
unbeschr

ankt w

achst. Damit enf

allt diese, und man kann ohne weiteres f(z) = Ae
kz
als
die in Frage kommende L

osung betrachten. Demnach ist das Geschwindigkeitspotential
also von der Form:
 = Ae
kz
cos(kz   !t); z  0: (12)
Zu ber

ucksichtigen ist jetzt noch die Randbedingung aus (9). Diese liefert:
k  
!
2
g
= 0 bzw. !
2
= k g: (13)
Bemerkungen:Die Beziehung zwischen ! und k heit allgemein Dispersionsbeziehung.
Aus der ermittelten L

osung f

ur das Geschwindigkeitspotential  kann man jetzt die
Geschwindigkeitskomponenten v
x
=
@
@x
und v
z
=
@
@z
bestimmen. Man erh

alt:
v
x
=  Ak e
kz
sin(kx  !t)
v
z
= Ak e
kz
cos(kx  !t)
9
=
;
; f

ur z  0: (14)
Folgerungen:
(1) Wie leicht zu erkennen ist, nimmt die Geschwindigkeit mit der Tiefe, von der Ober-


ache aus gemessen, exponentiell ab.
(2) F

ur einen festen Raumpunkt dreht sich der Geschwindigkeitsvektor gleichf

ormig in
der x-z-Ebene und bleibt betragsm

aig konstant, denn es gilt:
v = j~vj = j(v
x
; v
z
)j =
q
v
2
x
+ v
2
z
= Ake
kz
(15)
2.3 Die Bahnkurven der Fl

ussigkeitselemente
Um die zeitlich ver

anderlichen Koordinaten eines Fl

ussigkeitselementes von den Koordi-
naten des Raumes zu unterscheiden, bezeichnet man sie mit x und z und ihre Gleich-
gewichtslage mit x
0
bzw. z
0
. Diese Gleichgewichtslage soll zur Zeit t = 0 angenommen
werden. Es gelten dann folgende Relationen:
v
x
=
dx
dt
;
v
z
=
dz
dt
:
(16)
4
Das heit mit abnehmendem z.
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Nur kleine Schwingungen werden betrachtet. Deshalb kann man auf den rechten Seiten
von (16) die Koordinaten x und z durch die Werte der Gleichgewichtslage ersetzen. Durch
Integration erh

alt man dann:
x  x
0
=  A
k
!
e
kz
0
cos(kx
0
  !t);
z   z
0
=  A
k
!
e
kz
0
sin(kx
0
  !t):
(17)
Folgerung:
Diese beiden Gleichungen besagen, da die Fl

ussigkeitselemente Kreisbahnen um die
Punkte x
0
, z
0
mit den Radien A
k
!
e
kz
0
beschreiben. Dabei nehmen diese mit zuneh-
mender Fl

ussigkeitstiefe exponentiell ab. Die Bahnkurven der Fl

ussigkeitselemente sind
also kreisf

ormig.
-
Ausbreitungsrichtung
Ober

achenwelle
Abbildung 1: Wellenbildung gem

a der Bahnkurven und Tiefe der Fl

ussigkeitselemente
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2.4 Solit

are Wellen/Solitonen
In diesem Abschnitt sollen einige Erl

auterungen zum Begri der solit

aren Welle und spe-
ziell den Solitonen gemacht werden. Dabei werden Ergebnisse und Erkenntnisse aus der
Physik { genauer gesagt, der Hydrodynamik { verwendet. Auf eine zu detaillierte und mit
Formeln erkl

arte Darstellung wird verzichtet. Genaueres dazu ndet man in [2].
Die wichtigsten Dierentialgleichungen in der Hydrodynamik, wie z. B. die Eulersche Glei-
chung, sind in den Geschwindigkeitsfeldern meist nichtlinear. In den vorangegangenen
Abschnitten dieses Kapitels wurde zur Beschreibung verschiedener Ph

anomene stets eine
Linearisierung der Dientialgleichungen vorgenommen. Dies bringt den Vorteil, da eine
lineare Superposition von Wellen als L

osung zul

assig ist.
Es hat sich jedoch gezeigt, da sich unter bestimmten Voraussetzungen auch f

ur nichtli-
nearen Wellengleichungen L

osungen nden lassen, deren Eigenschaften eine Beschreibung
mit relativ einfachen Modellen erm

oglichen.
Nichtlineare Dierentialgleichungen haben m

oglicherweise auch station

are L

osungen.
Das sind solche, bei denen die Wellenfunktion nur von der Dierenz x   vt (im eindi-
mensionalen Fall) abh

angt. Diese L

osungen beschreiben eine Welle, die sich ohne Form-
ver

anderung ausbreitet. Es treten zwei Typen solcher L

osungen auf:
(1) periodische Wellen;
(2) lokalisierte Wellen.
Wasserwellen sind ein Beispiel f

ur periodische Wellen.
Folgende Eekte k

onnen auftreten:
(i) Die Nichtlinearit

at in der Wellengleichung bewirkt eine Ver

anderung der Amplitude
und der Form der Wellenfunktion.
(ii) Eine Formver

anderung tritt auch durch Dispersion auf.
(iii) Die D

ampfung bewirkt eine Abnahme der Amplitude, da die von der Welle trans-
portierte Energie durch Reibung oder Abstrahlung aufgezehrt (Dissipation).
Die angesprochenen Eekte k

onnen sich gegenseitig so kompensieren, da eine formun-
2 EINF
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ver

anderte Ausbreitung stattndet. Wellen mit dieser Eigenschaft werden h

aug solit

are
5
Wellen genannt. Unter den Solitonen versteht man dann spezielle solit

are Wellen. Kol-
lidieren zwei solche Wellen miteinander, dann nehmen sie nach der Durchdringung wie-
der die gleichen Gestalten und Geschwindigkeiten an wie vor der Kollision. Eingehen-
de Untersuchungen haben gezeigt, da entweder Linearit

at und Dispersionsfreiheit oder
Nichtlinearit

at und Dispersion in Wellengleichungen Soliton-L

osungen erlauben. Die in
den folgenden Kapiteln aufgestellten und benutzten Modelle werden sich auf Wellen be-
schr

anken, die entweder aus einer Linearisierung der Dierentialgleichungen hervorgehen
oder solche gerade beschriebenen Solitonen sind.
5
Lange waren die solit

aren L

osungen als unwesentliche Kuriosit

aten in der mathematischen Struktur der
nichtlinearen Wellentheorie betrachtet worden. Man war der Ansicht, da diese speziellen L

osungen der
partiellen Dierentialgleichung spezielle Anfangsbedingungen ben

otigen und da sie daher eine unbe-
deutende Rolle spielen. Man nahm ferner im allgemeinen an, da zwei solit

are Wellen, die sich anfangs
auf Kollisionskurs bef

anden, durch die nichtlineare Wechselwirkung ihre Identit

at vollst

andig verlie-
ren w

urden. Erst detaillierte Computerrechnungen f

uhrten sp

ater erstaunlicherweise zu einer Revision
dieser Ansichten.
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3 Zellulare Automaten und eindimensionale
Wasserwellen
3.1 Ein erstes heuristisches Modell
Es werden zun

achst alle
"
st

orenden\ Ein

usse, wie etwa eine zweite Welle, weitere Erre-
gerzentren, R

ander oder sonstige
"
Hindernisse\, auer Betracht gelassen. In erster Linie
soll nur das Wesentliche der Wellenausbreitung mit einem primitiven ZA simuliert wer-
den. Das heuristische Modell, welches jetzt f

ur eine eindimensionale Wasserwelle benutzt
wird, ist in den Graphiken auf der folgenden Seite skizzenhaft dargestellt. Dabei handelt
es sich oensichlich um jeweilige zeitlicheMomentaufnahmen von diskreten Punkten einer
Wasserober

ache, die die Eigenschaft besitzen sollen, da jeweils der rechte benachbar-
te Punkt eines erregten Punktes durch seinen Vorg

anger angeregt wird und wie dieser
dann eine Kreisbahn beschreibt. Dies geschieht mit zeitlicher Verz

ogerung zum linken
Nachbarn, der auf seiner Kreisbahn nat

urlich schon eine diskrete Einheit weiter vorange-
kommen ist. Durch Verbindung der Bildpunkte erh

alt man nach einer endlichen Anzahl
von Zeitschritten ein eindimensionales
"
Wasserwellenprol\. Um diesen optischen Eekt
nun auch mit Hilfe eines Computers darstellen zu k

onnen, kann man sich eines ZA be-
dienen, der im folgenden n

aher beschrieben werden soll. Als Raster verwende man H
(1)
1
=) (0); (1) 2 H
(1)
1
bzw. in Rasterdarstellung
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
, vgl. [1].
Man betrachte n Zellen, die in einer Reihe angeordnet sind und sich am Anfang alle
im Ruhezustand z
0
benden. Dieser Ruhezustand sei hier f

ur eine beliebige Zelle i

er-
reicht bzw. eingetreten, falls c
t
(i

) =  1(= z
0
) ist
6
. Das System bzw. der ZA bleibt in
Ruhe, solange keine der n Zellen erregt wird. Eine Erregung w

urde sich durch die

Ande-
rung des Inhalts einer Zelle bemerkbar machen, d. h., wenn f

ur ein i

c
t
(i

) 6=  1 gilt.
Die iterative Denition der lokalen Transformation, die den ZA bestimmt, lautet:
a)
c
t+1
(i

) =
8
<
:
 1; falls c
t
((i 1)

) =  1 _ c
t
(i

) = m 1;
c
t
(i

)+1; sonst;
wenn es sich um eine einmalige Erregung handelt.
6
Im allgemeinen interpretiert zwar z
0
= 0 den Ruhezustand der Zellen, aber aus programmiertechnischen
Gr

unden bietet sich an dieser Stelle z
0
=  1 an. Die prinzipielle Funktionsweise des ZA wird dadurch
jedoch nicht ge

andert.
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Abbildung 2: Eindimensionale Wellenerzeugung
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b)
c
t+1
(i

) =
8
>
>
<
>
>
:
 1; falls c
t
((i 1)

) =  1;
0; falls c
t
(i

) = m 1;
c
t
(i

)+1; sonst;
wenn eine periodisch auftretende Erregung vorliegt.m gibt die Anzahl der Zust

ande
der Zellen an.
Damit ergibt sich folgende Belegung der n Zellen zum jeweiligen Zeitpunkt t:
t c
t
((0)) c
t
((1)) c
t
((2)) ::: c
t
((m 1)) c
t
((m)) ::: c
t
((n 2)) c
t
((n 1))
0 0  1  1  1  1  1  1
1 1 0  1  1  1  1  1
2 2 1 0  1  1  1  1
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
m 1 m 1 m 2 m 3 0  1  1  1
m  1 m 1 m 2 1 0  1  1
m

0 m 1 m 2 1 0  1  1
m+1  1  1 m 1 2 1  1  1
m+1

1 0 m 1 2 1  1  1
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
m

und m+1

kennzeichnen dabei die Abweichungen des ZA f

ur den Fall b) vom Fall a).
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Die so erzielten und sich zeitlich ver

andernden Inhalte der einzelnen Zellen lassen sich
relativ einfach graphisch interpretieren, indemman jedem bestimmtenWert (0 bis [m 1])
jeweils einen
"
Bildvektor\ zuordnet, der an die entsprechende Zelle
"
angeheftet\ deren
Bildpunkt zum aktuellen Zeitpunkt t beschreibt. Wenn man sich gen

ugend viele Zellen
vorgibt und beachtet, da zwischen den diskreten Punkten des Kreises, auf dem sich die
Bildpunkte zeitlich entlangbewegen, keine zu groen Abst

ande entstehen, dann erh

alt
man eine verh

altnism

aig realistische Bildanimation der simulierten Wellenbewegung.
Ein m

oglicher Programmquelltext im Pseudocode:
# Bereitstellung/Eingabe der Parameter:
m := Anzahl der diskreten (Erregerkreis )Punkte
n := Anzahl der Zellen des ZA
r := Radius des Erregerkreises;
# Bereitstellung der Vektorfelder cs[], sn[] und x []:
for i := 0 to m 1 do
f
cs[i ] := round(r  cos(
2i
m
));
sn[i ] := round(r  sin(
2i
m
));
g;
for i := 0 to n 1 do
x [i ] :=  1;
# Bereitstellung der Startkoordinaten x0 und y0;
# Funktionsalgorithmus zur Berechnung der Bildpunkte:
fktxy(int i)
if x [i ]  0 then
f
xp := round(x0 + cs[x [i ]] + i   r);
yp := round(y0 + sn[x [i ]]);
g;
else
f
xp := x0 + i ;
yp := y0;
g;
# Initialisierung der Graphikkarte;
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# Hauptalgorithmus;
begin
for t := 0 to m+n 1 do
f
for i := 0 to n 1 do
if x [i ]  0 then
f
x [i ] + +;
if x [i ] == m then x [i ] :=  1

;
g
else
f
if i > 0 ^ x [i 1] == 1 ^ x [i ] < 0
thenx [i ] := 0;
g;
# l

osche Bildschirm;
# Aufruf der Funktion fktxy() zur Berechnung der Koordinaten der Bildpunkte
der Zelle i = 0 ;
# Darstellung der Bildpunkte der Zellen i ;
for i := 0 to n 1 do
f
fktxy(i);
# setze in geeigneter Farbe Bildschirmpunkt mit den
Koordinaten (xp; yp);
g
g
end
Bemerkung:
Im Fall b) wird an der mit

gekennzeichneten Stelle x [i ] := 0 gesetzt.
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m 1
m
0b=m+1
1
2
:
:
:
r
0
1
2
m 1
m
m+1
Abbildung 3: Modellwelle { Verteilung der urspr

unglichen m+1
St

utzpunkte (gem

a dem heuristischen Modell)
3.2 Reexion und Durchdringung von Wasserwellen
In diesem Abschnitt sollen Programmquelltexte (im Pseudocode) und Algorithmen,
welche haupts

achlich auf speziellen zellularen Automaten beruhen, aufgestellt und
erl

autert werden. Es wird gezeigt, da sie geeignet sind, um auf einem Computer
graphisch die Reexion einer idealisierten Wasserwelle (solit

aren Welle) an einem Hinder-
nis (z. B. einer senkrechten, glatten und undurchl

assigen Wand) und die Durchdringung
zweier solcher aufeinander zulaufenden Wellen zu simulieren. Dar

uber hinaus wird auch
ein Absorptionsmodell beschrieben.
3.2.1 Erzeugung

aquidistanter St

utzstellen
Als Ausgangspunkt kann man das Modell aus Abschnitt 4:1 benutzen, welches jetzt nach
2m+1 Zeitschritten eine
"
vollst

andige\ eindimensionale Wasserwelle beschreibt.
2m 1
2m
0b=2m+1
1
2
:
:
:
r
0
1
2
2m 1
2m
2m+1
Abbildung 4: Modellwelle { Verteilung der urspr

unglichen 2m+1 St

utzpunkte
(gem

a dem verbesserten Modell)
Durch die Verbindung der 2m+1 Bildpunkte erh

alt man bei einer graphischen Auswertung
eine Welle in der Form der Abbildung 4. Diese Bildpunkte haben den Nachteil, da sie
keine

aquidistanten St

utzstellen besitzen. F

ur eine sp

atere Behandlung des Wellenprols
mit einem speziellen ZA bieten sich diese aber an. Durch lineare Interpolation kommtman
leicht zu den gew

unschten St

utzstellen.
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x
n
x

x
n+1
y
n
y

y
n+1
(x
n
; y
n
)
(x

; y

)
(x
n+1
; y
n+1
)
Abbildung 5: Lineare Interpolation der

aquidistanten St

utzstellen
y

=
y
n+1
  y
n
x
n+1
  x
n
(x

  x
n
) + y
n
(1)
Man kann also zu jedem x

ein zugeh

origes y

berechnen. Der nachfolgende Programm-
quelltext enth

alt einen Algorithmus, mit dem man die Punkte zum neuen Modell berech-
nen kann. Dabei werden die St

utzstellen

aquidistant, d. h. gleiche Abst

ande aufweisend,
vorgegeben.
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Programm im Pseudocode, Teil 1-Erzeugung

aquidistanter St

utzstellen einer W.-Welle:
# Bereitstellung/Eingabe der Parameter:
m = Anzahl der diskreten; gleichmaig verteilten Punkte
auf einem halben Erregerkreis;
sw = Schrittweite;
sf = Schrittweitenfaktor ;
r = Radius des Erregerkreises;
# Initialisierung der Vektorfelder x [], y[],xaqui [] und yaqui [];
# Funktionsalgorithmus fkt xy() zur Berechnung der x- und y-Koordinaten
des urspr

unglichen Wellenprols:
fkt xy(int p)
for i := 1 to p do
f
x [i ] := r  cos(
(i 1)
m
) + (i 1)  sw   r ;
y[i ] := r  sin(
(i 1)
m
);
g;
# Funktionsalgorithmus fkt yaqui zur Berechnung der zu den

aquidistanten
St

utzstellen geh

orenden y-Werte yaqui []:
fkt yaqui(int q; int p)
f
for i := 1 to q do
f
for j := 1 to p do
f
a := x [j ];
b := x [j+1];
if a  xaqui [i ] && b  xaqui [i ]
then yaqui [i ] :=
(y[j+1] y[j ])
(x [j+1] x [j ])
 (xaqui [i ] x [j ]) + y[j ];
g
g;
yaqui [q] := 0 ;

g
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# Funktionsalgorithmus fkt xaqui zur Berechnung der

aquidistanten St

utzstellen
in Abh

angigkeit vom Schrittweitenfaktor sf :
fkt xaqui(int q)
for i := 1 to q do
xaqui [i ] :=
(i 1)
sf
;
# Hauptalgorithmus:
begin
# berechne die Anzahl der Paare (x [i ]; y[i ]),
die das urspr

ungliche Wellenprol beschreiben:
p := 2 m + 1;
# berechne die x [i ] und y[i ]:
fkt xy(p);
# berechne die Anzahl der

aquidistanten St

utzstellen:
q := sf m + 1;
# berechne die xaqui [i ]:
fkt xaqui(q);
# berechne die yaqui [i ]:
fkt yaqui(q; p);
end
Bemerkungen:
(1) Die nachfolgende Skizze soll Aufschlu

uber die Bedeutung der Parameterm, sw , sf und r
geben. Wie man sieht, ist sw die Distanz zwischen den Kreismittelpunkten zweier benach-
barter Kreise, auf denen sich je ein Fl

ussigkeitselement bewegt. Mit
c
sw wird die sp

atere
Schrittweite bezeichnet. Sie ergibt sich, wenn man

aquidistante St

utzstellen einf

uhrt, an
denen die y-Werte
"
gemessen\ werden.
c
sw ist unmittelbar vom Schrittweitenfaktor sf
abh

angig. Je gr

oer dieser gew

ahlt wird, desto mehr

aquidistante St

utzstellen wird es
geben.
(2) Man beachte, da m { im Gegensatz zum ersten Programm f

ur das heuristische Modell
{ nur noch die Anzahl der Punkte auf einem halben Erregerkreis angibt. Zum besseren
Verst

andnis sei ein Zahlenbeispiel angegeben. So werden mit den Ausgangsdaten m = 6,
sw = 0:5 und sf = 4 aus p = 25 ungleichm

aig verteilten urspr

unglichen St

utzpunk-
tepaaren (x [i ]; y [i ]) unter Benutzung der Geradengleichung in Zweipunkteform und in
Abh

angigkeit vom Schrittweitenfaktor sf genau q = 4  12 + 1 = 49

aquidistante St

utz-
stellen und deren y-Werte berechnet.
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(3) Die y-Koordinate der letzten

aquidistanten St

utzstelle ist immer Null. Unter Umst

anden
wird sie aber nicht berechnet und deshalb an der mit

gekennzeichneten Stelle zur
Verf

ugung gestellt.
(4) p und q sind Hilfsvariable, denen im Hauptalgorithmus Werte zugewiesen werden, die sich
in Abh

angigkeit der Eingabeparameter m und sf berechnen lassen. So steht in p dann
die jeweilige Anzahl von Paaren (x [i ]; y [i ]) mit i = 1 ; : : : ; p, die man als St

utzpunkte
des urspr

unglichen Wellenprols f

ur eine bestimmte Anzahl m diskreter Punkte des Erre-
gerkreises erh

alt. Wie der obigen Skizze zu entnehmen ist, beschreibt man den gesamten
Erregerkreis mit p 1 Punkten. Der p-te Punkt ist dann wieder identisch mit dem ersten
Punkt. q beschreibt die Anzahl der

aquidistanten St

utzstellen, die jeweils von m und vom
Schrittweitenfaktor sf abh

angt.
sw
c
sw
Abbildung 6: Darstellung des

Ubergangs von urspr

unglichen zu

aquidistanten
St

utzstellen
3.2.2 Ein verbessertes Modell
Das Modell aus Abschnitt 4:1 und das darauf basierende Programm erm

oglichen bisher
nur eine sehr d

urftige Visualisierung einer eindimensionalen Wasserwellenbewegung. Man
ist mit diesem Modell nur in der Lage, die Erregung und den anschlieenden Durchlauf
(z. B. von links nach rechts) der Welle auf dem Bildschirm darzustellen. Zur Realisierung
der Durchdringung zweier Wellen bzw. der Reexion einer Welle an einer senkrechten
Wand ist dieses Modell vollkommen ungeeignet. Um diese Eekte darstellen zu k

onnen,
mu man auf ein besseres Modell zur

uckgreifen.
Dies soll jetzt erl

autert werden. Ausgangspunkt sei dazu ein spezieller zellularer Automat,
der aus n Zellen besteht. Dabei sei n eine relativ groe Zahl. Da dies sinnvoll ist, wird
sp

ater klar. Als Raster verwende man H
(1)
1
:= fi

= (i
1
)j ji

j := ji
1
j  1g, vgl. [1].
=) f( 1); (0); (1)g 2 H
(1)
1
bzw. in Rasterdarstellung
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Jetzt weicht dieser ZA aber von den bisher verwendeten und besprochenen Zellularauto-
maten ab. Das Besondere an ihm ist, da jede Zelle i

:= (i
1
) nicht nur zu jedem beliebigen
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Zeitpunkt t einen Wert c
t
(i

) besitzt, sondern auch noch einen sogenannten
"
Memory\-
bzw.
"
Ged

achtnis\-Wert c^
t
(i

). Mit anderen Worten, jede Zelle i

besteht eigentlich aus
zwei
"
Teilzellen\, wobei mit der einen alles bisher

Ubliche interpretiert wird und unter
der anderen eine Art
"
Speicher\ zu verstehen ist. Auf dieser Grundlage kann man jetzt,
analog zu den bisher behandelten zellularen Automaten, eine iterative Denition der
lokalen Transformation angeben, die die Funktionsweise des speziellen ZA bestimmt.
Sie lautet:
c
t+1
(i

) = c
t
((i 1)

) + c
t
((i+1)

) + c^
t
(i

); falls 0 < i
1
< n 1 mit i

= (i
1
);
c^
t+1
(i

) =  c
t
(i

); 8i

:
Folgende Rasterdarstellung trit deshalb vielleicht besser zu. Dabei kann man sich vor-
stellen, da in den oberen Zellen mit der Konguration c zur Zeit t der jeweilige Wert
c
t
(i

) ermittelt wird. Analog verf

ahrt man in den unteren Zellen mit der Kongurati-
on c^. Die Wirkungsweise verdeutlicht man sich am besten an einem einfachen Beispiel.
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Abbildung 7: Rasterdarstellung der
"
Teilzellen\
Voraussetzung f

ur die gew

unschte Wirkung des ZA ist nat

urlich immer eine spezielle
Anfangsbelegung. Diese steht zum Zeitpunkt t = 0 als erste Zeile in der nachfolgen-
den Tabelle. Weiterhin kann man sich auf vorerst 20 Zellen, d. h. n = 20, beschr

anken.
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Dadurch kann man die ersten 5 iterativen Schritte des ZA sehr leicht nachvollziehen.
t
h
c
t
((0))
c^
t
((0))
i
: : :
h
c
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c^
t
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Die Anfangsbelegung besteht, abgesehen von den mit
h
0
0
i
belegten Zellen, aus zwei
getrennt aufzufassenden
"
Paketen\. Das erste
"
Paket\ wird durch die mit den l
i
bzw. -l
i
und das zweite durch die mit den r
i
bzw. -r
i
belegten Zellen angezeigt. Dabei soll l
i
; r
i
2 Q
f

ur i = 1; 2; 3; 4 gelten. Wie man sieht, verschieben sich pro Zeitschritt t bei der gew

ahl-
ten Anfangsbelegung die Eintr

age in die Zellen jeweils um eine Zelle nach links bzw. nach
rechts. Man erkennt leicht, da die Eintr

age sich nach links bzw. rechts verschieben, wenn
man in der Anfangsbelegung die Belegung der
"
Ged

achtniszellen\ nach rechts bzw. links
versetzt anordnet. Damit wird klar, da man mit Hilfe des
"
Ged

achtnisses\ des speziellen
ZA die Richtung des
"
Informationsusses\ steuern kann. An dieser Stelle entsteht nun die
Frage, nach welchen Regeln sich die Belegung der
"
Randzellen\ pro Zeitschritt t

andern
soll, denn diese wurden bisher aus den Betrachtungen herausgelassen. Gemeint sind da-
mit immer die erste und die letzte, d. h. n-te Zelle. Die auf der vorangegangenen Seite
aufgef

uhrte iterative Denition bezog sich nur auf die Zellen i

= (i
1
) mit 0 < i
1
< n 1.
Es ist oensichtlich, da man die
"
Randzellen\ gesondert behandeln mu. Ein Grund
daf

ur ist vor allem darin zu sehen, da sich durch die jeweilige iterative Denition dieser
beiden Zellen unterschiedliche Modelle erzeugen lassen. So kann man beispielsweise ein
Reexionsmodell und ein Absorptionsmodell durch die spezielle Denition des Randes
erzeugen. Diese beiden Modelle sollen jetzt n

aher erl

autert werden. Das Beispiel, das
durch die Tabelle auf der vorangegangenen Seite dargestellt ist, kann n

amlich auf ver-
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schiedeneWeise fortgesetzt werden. Man kann das
"
Zellensystem\, da durch die n Zellen
7
beschrieben wird, gewissermaen als oenes oder geschlossenes System betrachten.
1) Absorption: Unter einem oenen System versteht man hierbei, da die n Zellen
nur einen Teil eines gr

oeren Systems darstellen und da die sogenannten
"
Pakete\
nach endlich vielen Zeitschritten

uber die Randzellen
"
abieen\ k

onnen. Was dann
auerhalb passiert, wird nicht mehr betrachtet. Daraus folgt, da nach endlich vielen
Zeitschritten alle n Zellen den Ruhezustand einnehmen werden. Um diesen Eekt
zu erzielen, bedient man sich absorbierender Randzellen. Mit Hilfe von Formeln
ausgedr

uckt, kann man schreiben:
c
t+1
(i

) =
8
>
>
<
>
>
:
c
t
((1)); falls i
1
= 0;
c
t
((i 1)

) + c
t
((i+1)

) + c^
t
(i

); falls 0 < i
1
< n 1;
c
t
((n 2)); falls i
1
= n 1;
c^
t+1
(i

) =
 c
t
(i

); 8i
1
mit i

= (i
1
):
Damit w

urde sich da obige Beispiel wie folgt fortsetzen:
t
h
c
t
((0))
c^
t
((0))
i
: : :
h
c
t
((19))
c^
t
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.
.
.
.
.
.
Der Eekt, der in den Randzellen 0 und n 1 deutlich wird, kann als eine Absorption
der eintreenden Informationen aufgefat werden. Aus diesemGrund ist es durchaus
angebracht, wenn man im weiteren dieses Modell als Absorptionsmodell bezeichnet.
7
Im Beispiel ist n = 20.
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2) Reexion: Eine andere Variante besteht darin, da man ein geschlossenes System
voraussetzt. Dies soll in diesem Zusammenhang heien, da die Informationen,
die in den
"
Paketen\ stecken, nicht

uber die Randzellen
"
abieen\ k

onnen, son-
dern reektiert werden. Anschaulich gesprochen steckt dahinter z. B. eine Welle,
die von einem Hindernis
"
zur

uckgeworfen\ wird. Die genaue Beschaenheit des
Hindernisses hat nat

urlich Einu auf die Art und Weise und in welchem Um-
fang reektiert wird. Dies soll hier aber nicht das Problem sein. Deshalb w

ahlt
man ein leicht beschreibbares Hindernis mit m

oglichst einfachen Reexionseigen-
schaften. Eine senkrechte, glatte und undurchl

assige
"
Wand\ bietet sich daf

ur an.
Zur formellen Darstellung bedient man sich dann reektierender Randzellen. Die
Darstellung k

onnte folgendermaen aussehen:
c
t+1
(i

) =
8
>
>
<
>
>
:
2  c
t
((1)) + c^
t
((0)); falls i
1
= 0;
c
t
((i 1)

) + c
t
((i+1)

) + c^
t
(i

); falls 0 < i
1
< n 1;
2  c
t
((n 2)) + c^
t
((n 1)); falls i
1
= n 1;
c^
t+1
(i

) =
 c
t
(i

); 8i
1
mit i

= (i
1
):
Die Wirkungsweise dieses Modells verdeutlicht man sich wieder an dem bisher be-
sprochenen Beispiel. Man kann in diesem Zusammenhang von einer Reexion der
"
Pakete\ sprechen, da diese ihre Informationsinhalte in den Randzellen
"
umkeh-
ren\ k

onnen, so da sie in den sich anschlieenden Zeitschritten in die Richtung
laufen, aus der sie urspr

unglich gekommen sind. Es ist also durchaus angebracht, in
diesem Fall von einem Reexionsmodell zu sprechen. Wie man sehen wird, treten
dabei zwischendurch gewisse

Uberlagerungen von Zelleninhalten auf. Diese treten
auch bei der Durchdringung von
"
Paketen\ auf. Dazu mehr unter 3).
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F

ur das Beispiel ergibt sich damit ab dem Zeitschritt t = 5 folgende Fortsetzung:
t
h
c
t
((0))
c^
t
((0))
i
: : :
h
c
t
((19))
c^
t
((19))
i
5
2l
1
0
l
2
-l
1
l
3
-l
2
l
4
-l
3
0
-l
4
0
0
0
0
: : :
0
0
0
0
0
-r
1
r
1
-r
2
r
2
-r
3
r
3
-r
4
2r
4
0
6
2l
2
-2l
1
l
1
+l
3
-l
2
l
4
-l
3
0
-l
4
0
0
0
0
0
0
: : :
0
0
0
0
0
0
0
-r
1
r
1
-r
2
r
2
+r
4
-r
3
2r
3
-2r
4
7
2l
3
-2l
2
l
2
+l
4
-(l
1
+l
3
)
l
1
-l
4
0
0
0
0
0
0
0
0
: : :
0
0
0
0
0
0
0
0
0
-r
1
r
1
+r
3
-(r
2
+r
4
)
2r
2
-2r
3
8
2l
4
-2l
3
l
3
-(l
2
+l
4
)
l
2
-l
1
l
1
0
0
0
0
0
0
0
: : :
0
0
0
0
0
0
r
4
0
r
3
-r
4
r
2
-(r
1
+r
3
)
2r
1
-2r
2
9
0
-2l
4
l
4
-l
3
l
3
-l
2
l
2
-l
1
l
1
0
0
0
0
0
: : :
0
0
0
0
r
4
0
r
3
-r
4
r
2
-r
3
r
1
-r
2
0
-2r
1
10
0
0
0
-l
4
l
4
-l
3
l
3
-l
2
l
2
-l
1
l
1
0
0
0
: : :
0
0
r
4
0
r
3
-r
4
r
2
-r
3
r
1
-r
2
0
-r
1
0
0
.
.
.
.
.
.
3) Durchdringung: Aus der Hydrodynamik, aber auch der einfachen Beobachtung von
Wasserwellen, ist bekannt, da diese sich durchdringen k

onnen und danach nahezu
unver

andert weiter ausbreiten. Dieser Eekt ist jedem gel

aug, der schon einmal
zeitgleich zwei Steine in einen vorher relativ ruhigen See geworfen hat. Die sich
von den beiden Erregerzentren fortbewegenden konzentrischenWellen durchdringen
einander nach einer gewissen Zeit und setzen danach ihre Ausbreitung so fort, als
ob es die anderen Wellen, die vom jeweils anderen Erregerzentrum herr

uhren, gar
nicht gegeben h

atte. Unklar ist dabei, was ganz konkret an den Stellen passiert,
an denen eine momentane Durchdringung stattndet. Es soll hier nur betrachtet
werden, inwiefern das bisher beschriebene Modell in der Lage ist, den Eekt der
Durchdringung zu modellieren. Dazu wendet man sich wieder dem Beispiel zu und
betrachtet die interessanten Zeitschritte, in denen sich die zwei
"
Pakete\

uberlagern
bzw. durchdringen. In der folgenden Tabelle sind die daf

ur wichtigen Zeitschritte
aufgef

uhrt, die sich an die in 2) beschriebene Reexion anschlieen.
3 ZA UND EINDIMENSIONALE WASSERWELLEN 25
t
h
c
t
((1))
c^
t
((1))
i
: : :
h
c
t
((20))
c^
t
((20))
i
.
.
.
.
.
.
13
: : :
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l
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l
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-l
2
l
2
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1
l
1
0
0
0
0
0
r
4
0
r
3
-r
4
r
2
-r
3
r
1
-r
2
0
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1
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: : :
0
0
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-l
4
l
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3
l
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2
l
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1
l
1
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r
4
0
r
3
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4
r
2
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3
r
1
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2
0
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1
0
0
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l
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3
r
1
-r
2
0
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0
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3
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3
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2
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1
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1
)
l
1
0
0
0
0
0
0
0
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4
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2
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l
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4
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3
l
3
-l
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l
2
-l
1
l
1
0
0
0
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r
4
0
r
3
-r
4
r
2
-r
3
r
1
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2
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0
0
0
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0
-l
4
l
4
-l
3
l
3
-l
2
l
2
-l
1
l
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.
.
.
.
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.
Wie man sieht, durchdringen die beiden
"
Pakete\ einander und setzen danach
unver

andert ihren Weg fort und zwar so, als ob es das jeweils andere
"
Paket\ nie
gegeben h

atte.
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Bemerkungen:
(i) Es war bisher v

ollig irrelevant, mit welchen Zahlenwerten man die l
i
und r
i
(i = 1; 2; 3; 4) im Beispiel belegt. Einzige sinnvolle Einschr

ankung war l
i
; r
i
2 Q.
Man kann sich auf die rationalen Zahlen beschr

anken, da im allgemeinen auf ei-
nem Computer sowieso nur diese Zahlenmenge erfat wird und auf ihrer Grundlage
weitere Berechnungen m

oglich sind.
8
(ii) Die Funktionsweise des Modells in all seinen Varianten wird sich auch nicht

andern,
wenn man die Anzahl n der vorgegebenen Zellen erh

oht und unter Beachtung dieser
vorgegebenen Zellenanzahl die
"
Pakete\ verl

angert.
3.2.3 Programmtechnische Realisierung des Modells
Mit den in den vorangegangenen Teilabschnitten (3.2.1 und 3.2.2) zusammengestellten
Grundlagen ist es nun m

oglich, eindimensionaleWasserwellen einschlielich solcher Eekte
wie
- Durchringung (bzw. zeitweise

Uberlagerung) zweier aufeinander zulaufender Wellen;
- vollst

andige Reexion solcher Wellen an einer glatten, undurchl

assigen und senk-
rechten Wand oder
- vollst

andige Absorption der Wellen an den R

andern des jeweils betrachteten Bild-
bzw.
"
Welt\-ausschnittes
zu modellieren.
Dazu geht man wie folgt vor:
1.) Man verschat sich mit dem in 3.2.1 beschriebenen Programm (Teil 1) die zu

aqui-
distanten St

utzstellen geh

orenden y-Werte f

ur eine oder mehrere eindimensionale
"
Wasserwellenbilder\ und speichert diese in Vektorfeldern ab. Die y-Werte einer
Welle, die f

ur die

aquidistanten St

utzstellen (x-Werte) berechnet wurden, beschrei-
ben dabei eindeutig das
"
Wellenmuster\
9
, und mit ihrer Hilfe kann jederzeit eine
Graphik (z. B. auf einem Computer) erstellt werden.
8
Ohne weiteres w

urden die beschriebenen Modellvarianten auch f

ur l
i
; r
i
2 C ihre gew

unschten Eekte
behalten, da diese im wesentlichen nur additive Eigenschaften beinhalten, die ebenfalls f

ur komplexe
Zahlen uneingeschr

ankt ihre G

ultigkeit haben.
9
Im Prinzip kann man die
"
Wellenmuster\-Daten mit den bisher beschriebenen
"
Paketen\ gleichsetzen.
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2.) In den in 3.2.2 erl

auterten zellularen Automaten k

onnen jetzt die Daten von
"
Wellenmustern\ eingelesen werden. Eine gen

ugend hohe Anzahl von Zellen ist
daf

ur Voraussetzung, da die St

utzdaten von ein, zwei oder mehr Wellen die soge-
nannte Anfangsbelegung bilden konnen. Es ist sinnvoll darauf zu achten, da jedes
"
Wellenmuster\ vollst

andig eingelesen wird und kein gegenseitiges

Uberschreiben
der Daten erfolgen kann.
3.) Wenn die Belegung der Zellen des speziellen ZA abgeschlossen und die sogenannte
Anfangskonguration hergestellt ist, kann der Automat seine Arbeit aufnehmen.
Nach jedem Zeitschritt t lassen sich nun die Inhalte der Zellen graphisch auswerten.
Auf einem relativ schnellen Rechner sollte man dann eine Animation der jeweils
gew

unschten Eekte beobachten k

onnen.
Der nachfolgende Programmquelltext (Pseudocode) ist der zweite Teil des in Teilabschnitt
3.2.1 begonnenen Programms und bezieht sich auf die darin bereits berechneten St

utz-
stellen xaqui[] und die dazugeh

origen y-Werte yaqui[]. Die beiden Teile bilden als Einheit
betrachtet den Quelltext f

ur ein Programm, welches in der Lage ist, das in Teilabschnitt
3.2.2 ausf

uhrlich vorgestellte Modell mit all seinen M

oglichkeiten auf eindimensionale
Wasserwellen anzuwenden und damit eine Visualisierung solcher Eekte, wie z. B. die
Durchdringung und Reexion, auf einem Computer zu erm

oglichen.
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Programm im Pseudocode, Teil 2-Simulation von Reexion und Durchdringug:
# Bereitstellung/Eingabe folgender Parameter:
z := Anzahl der Zellen des ZA (sinnvoll: 300  z  600)
zt := Anzahl der zu betrachtenden Zeitschritte (sinnvoll: 100  zt  300)
str := Nummer der Startzelle der nach rechts laufenden Welle
(sinnvoll: 1  str  50)
stl := Nummer der Startzelle der nach links laufenden Welle
(sinnvoll: 150  stl  200)
# Initialisierung der Vektorfelder c alt [], cm y[], c neu[] und cm neu[];
# Funktionsalgorithmus fkt einl r() zum Einlesen der nachrechts laufenden Welle,
die von der vorher festgelegten Startzellennummer str abh

angt;
fkt einl r(int str)
for i := str to str+sf m+1 do
f
c alt [i ] := yaqui [i+1 str ];
cm alt [i 1]:=  yaqui [i+1 str ];
g;
# Funktionsalgorithmus fkt einl l() zum Einlesen der nach links laufenden Welle,
die von der vorher festgelegten Startzellennummer stl abh

angt;
fkt ein l(int stl)
for j := stl to stl+sf m+1 do
f
c alt [j ] := yaqui [sf m+1+stl j ];
cm alt [j+1]:=  yaqui [sf m+1+stl j ];
g;
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# Hauptalgorithmus;
begin
# Aufruf des Programms (Teil 1) zur Berechnung der

aquidistanten St

utzstellen
und der zugeh

origen y-Werte f

ur die erste (nach rechts laufende) Welle;
# Einlesen der nach rechts laufenden Welle;
fkt einl r(str);
# Aufruf des Programms (Teil 1) : : : f

ur die zweite (nach links laufende) Welle;
# Einlesen der nach links laufenden Welle;
fkt einl l(stl);
# Beginn der Doppelschleife (Kernst

uck des Algorithmus)
for t := 1 to zt do
f
# Iterationsschritt f

ur
"
innere Zellen\ (realisiert Durchdringung);
for j := 1 to z 2 do
f
c neu[j ] := c alt [j 1] + c alt [j+1] + cm alt [j ];
cm neu[j ] :=  c alt [j ];
g
# Iterationsschritt f

ur
"
linke Randzelle\ (linksseitige Reexion);
c neu[0] := 2  c alt [1] + cm alt [0];
cm neu[0] :=   c alt [0];
# Iterationsschritt f

ur
"
rechte Randzelle\ (rechtssseitige Reexion);
c neu[z 1] := 2  c alt [z 2] + cm alt [z 1];
cm neu[z 1] :=   c alt [z 1];
# schreibe neue Inhalte in alte Felder;
for i := 0 to z 1 do
f
c alt [i ] := c neu[i ];
cm alt [i ] := cm neu[i ];
g
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# graphische Darstellung;
for i := 0 to z 1 do
f
# Berechne die Bildschirmkoordinaten in Abh

angigkeit von
der Gr

oe des Schirmes bzw. Fensters, z. B.:
xp := 2 + 2  i ;
yp := 240   round(15  c alt [i ]);
# setze Bildschirmpunkt (in geeigneter Farbe) mit den Koordinaten
(xp; yp), unter Benutzung der zur verwendeten Programmiersprache
geh

orenden Graphikroutine;
g
# l

osche Bildschirm;
g
end
Einige Erl

auterungen zum Programm:
(i) Mit den beiden Funktionen fkt einl r() und fkt einl l() liest man die Wellen ein, deren
Form und Beschaenheit sich mit dem Programm (Teil 1) vorgeben l

at. Die zu den

aquidistanten St

utzstellen geh

orenden y-Werte der ersten (nach rechts laufende) Welle
werden, beginnend bei der gew

ahlten
"
Startzelle\ str, von links nach rechts in die
"
Zellen\
c alt [i ] eingelesen. Im Gegensatz dazu werden bei der zweiten (nach links laufenden) Welle,
beginnend bei der gew

ahlten
"
Startzelle\ stl , die y-Werte von rechts nach links eingelesen.
Das heit die
"
Zelle\ mit der Nummer stl hat dann den y-Wert der letzten

aquidistanten
St

utzstelle der zweiten Welle als Inhalt. W

urde man f

ur beide Wellen die gleichen y-Werte
einspeisen, dann ist die zweite Welle von der Form gleich der an der y-Achse gespiegelten
ersten Welle bzw. umgekehrt.
(ii) Durch das jeweils um eine
"
Zelle\ nach links bzw. rechts versetzte Einlesen der negativen
y-Werte in die
"
Ged

achtniszellen\ wird daf

ur gesorgt, da sich die beiden Wellen in den
folgenden Zeitschritten nach rechts bzw. links bewegen.
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(iii) Es ist angebracht, daf

ur zu sorgen, da die Ungleichung str+sf  m+1 < stl erf

ullt
ist, da sonst beim Einlesen der Anfangsbelegung y-Werte der ersten durch y-Werte der
zweiten Welle

uberschrieben werden k

onnen. In diesem Fall liefert das Programm nicht
mehr die gew

unschten Resultate. (Ein komplettes und getrenntes Einlesen beider
10
Wel-
len in die Anfangsbelegung ist eine notwendige Voraussetzung f

ur das Funktionieren des
Programms.)
(iv) Wie man dem Programmquelltext entnehmen kann, werden die in der linken und rechten
Randzelle ankommenden
"
Informationen\ reektiert. Das Programm liefert also in die-
ser Form eine graphische Darstellung des Reektionsmodells. Durch einfaches Ver

andern
der Iterationsvorschrift f

ur die beiden Randzellen ist man in der Lage, mit dem gleichen
Programm den Eekt der Absorption zu visualisieren. Dazu mu man im Kernst

uck des
Algorithmus
c neu[0] := 2  c alt [1] + cm alt [0] durch c neu[0] := c alt [1] und
c neu[z 1] := 2  c alt [z 2] + cm alt [z ] durch c neu[z 1] := c alt [z 2] ersetzen:
Die Vorschrift f

ur die Berechnung der neuen
"
Ged

achtnis\-Inhalte cm neu[0] und
cm neu[z   1] bleibt jeweils erhalten.
(v) Man k

onnte weiterhin noch einen Energieverlustfaktor ev fak in das Programm einbauen,
der daf

ur sorgt, da mit fortschreitender Zeit (gemessen in diskreten Zeitschritten) die
Wellenamplitude kleiner wird. Das heit die Welle w

urde dann - mehr oder weniger -
langsam abklingen. Solch ein Faktor macht die ganze Simulation etwas realistischer, da
man ja aus der Beobachtung und den physikalischen Gesetzen der Hydrodynamik wei,
da sich auch Wasserwellen mit fortschreitender Zeit abschw

achen, weil die transportierte
Energie u. a. durch Reibung in andere Energieformen (z. B. W

armeenergie)

ubergeht. Im
obigen Quelltext kann man solch einen Faktor an der Stelle, an der die neuen Inhalte
in die alten Felder geschrieben werden, einbauen, ohne damit den Algorithmus bzw. die
Funktionsweise des Programm zu zerst

oren. Dazu tauscht man einfach
c alt [i ] := c neu[i ] durch c alt [i ] := ev fak  c neu[i ] und
cm alt [i ] := cm neu[i ] durch cm alt [i ] := ev fak  cm neu[i ] aus:
Nat

urlich mu aber bei der Eingabe der Parameter ev fak mit eingelesen werden. Es ist
sinnvoll 0:95  ev fak  1 zu fordern, damit die Welle sich nicht zu schnell
"
aufzehrt\.
Wie man leicht sieht, geht f

ur ev fak := 1 alles wieder in den urspr

ungliche Algorithmus

uber.
10
Falls man zwei Wellen betrachtet!
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ev fak = 1 bedeutet also, da das System keinen Energieverlust aufweist bzw. { was hier
gleichbedeutend ist { da die verlorengehende Energie st

andig sofort wieder zugef

uhrt
wird.
Bemerkungen:
(1) In diesem Kapitel wurde immer davon ausgegangen, da eine eindimensionale Was-
serwelle sich durch die Erregung
"
von oben\ (z. B. einen fallenden Stein) mit dem
langen Wellental voraus ausbreitet. Es ist jedoch auch vorstellbar, da eine Erregung
"
von unten\ (z. B. ein auftauchendes Objekt) auftritt. Dann entsteht der Wellenberg
nat

urlich zuerst und das Wellental folgt nach. Aber auch die dadurch entstehenden
"
Wellenmuster\ lassen sich mit dem Modell problemlos bearbeiten.
(2) Unter einer eindimensionalen Wasserwelle soll in diesem und den nachfolgenden
Kapiteln in der Regel der Graph einer eindimensionalen Kurve verstanden werden,
der in den R
2
eingebettet ist.
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A Eine r

aumliche Animation der Reexions- und Durch-
dringungseekte von Wasserwellen unter
Verwendung von MATHEMATICA
In diesem Abschnitt wird eine M

oglichkeit beschrieben, wie man die in Kapitel 4 aufgestell-
ten Modellvarianten f

ur eindimensionale Wasserwellen in gewisser Weise als Grundlage f

ur eine
r

aumliche Animation benutzen kann. F

ur die Programmierung von Graphikroutinen und not-
wendigen mathematischen Prozeduren kann man auf Mathematica zur

uckgreifen. ein inzwi-
schen gut entwickeltes und weit verbreitetes System f

ur Mathematik auf dem Computer zur

uck-
greifen. Im Rahmen einer Diplomarbeit [4] wurde Mathematica f

ur DOS in der Version 2.1
benutzt. Als Hardware ist ein IBM-kompatibler PC (ab 386er aufw

arts) mit Koprozessor erfor-
derlich. Als Literatur zu Mathematica sei [3] empfohlen.
Unter einer r

aumlichen Animation sei hier zu verstehen, da die Wasserwellen nicht mehr wie
bisher eindimensional, sondern mit einer zus

atzlichen Ausdehnung in y-Richtung versehen sind.
In dieser Richtung sei Gestalt der Wasserober

ache unabh

angig, d. h., an den Schnitten f

ur be-
liebige y-Werte ergeben sich stets identische eindimensionale Wellen. Damit soll Demonstration
des betrachteten Vorgehens gegeben werden, die Wiedergabe der nat

urlichen Wellenbewegung
wird mit diesen Voraussetzungen nicht erreicht, dazu ist weitere Modellierung notwendig. Wei-
tere Erl

auterungen zu dieser Demonstration und die dazugeh

origen Mathematica-Programme
sind von jedermann via ftp zu beziehen:
ftp.uni-leipzig.de/pub/i/reports/report16(95)-append.tar.gz
